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摘　要:基于能量等效原理提出了复合材料有效弹性模量的定义 ,并指出了该定义的基础及前提条件。为从理论

上计算复合材料宏观有效弹性模量 , 建立了通过细观力学有限元法计算复合材料有效弹性模量的方法。复合材料

宏观弹性模量 ,是通过对复合材料细观结构代表性体积元的力学响应的计算来得到 ,在该计算方法中 ,给出了施加

简便的边界载荷以及恰当的边界变形约束条件的方法。数值计算结果与部分试验结果具有较好的一致性 ,表明所

提出的方法能够较好地计算复合材料的宏观有效弹性模量。
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Abstract:A definition of composite ef fective elastic moduli is presented based on the energy equivalence

principle and its basis and premise are pointed out.To predict macroscopic effective elastic moduli of

composites , a computational method is established based on micro-mechanics finite element method.

The computational method predicts the ef fective elastic moduli of composites through calculating me-

chanical responses of a composite micro-st ructure representative volume element.The method of ap-

plying proper boundary load and boundary deformation const raint condition , The numerical results a-

gree well w ith available experimental results , which show s that the computational method can predict

the ef fective elast ic moduli of composites co rrectly.
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1　引言

从复合材料细观结构及组分相力学性能预测复

合材料宏观性能 ,通常有两种方法 ,即解析法和有限

元法 。早期多采用解析法 , 如 Eshelby 等效夹杂

法[ 1] 、自洽法[ 2] 、Mori-Tanaka法[ 3]等 ,近期则多采

用有限元法[ 4～ 7] 。解析法是基于组分相中应力应

变场的假设来预测宏观平均性能 ,其不足之处在于

预测精度有限 ,且当遇到十分复杂的细观结构时则

无能为力。而有限元法则能解决上述解析法的难

题 ,其方法通常是将有限元法用到复合材料细观结

构上的“代表性体积元(Representative Volume Ele-

ment:RVE)”上 ,通过对 RVE 的应力应变响应的有

限元计算 ,得出宏观有效性能。本文首先从能量法

11

第 16 卷　第 3 期

2003年　8 月
　　　　　　　　　

燃气涡轮试验与研究

Gas Turbine Experiment and Research
　　　　　　　　　　

Vo1.16 No.3
Aug.　2003



的角度提出复合材料有效弹性模量的定义 ,然后对

细观力学有限元法预测复合材料有效弹性模量及实

施过程中应注意的问题进行较系统地阐述。

2　细观力学有限元法预测复合材料有效弹

性模量的理论基础

2.1　复合材料有效弹性模量的定义

设有一复合材料体 ,体积为 V ,边界为 S ,在均

匀的远场边界条件(位移或力边界条件)作用下 ,复

合材料体内产生复杂的细观应力 、应变场 ,设为 σ、

ε,如图 1所示 。设相应有一个材质均匀的等效体 ,

体积也为 V ,边界也为 S ,在与上述同样的远场均

匀边界条件作用下 ,显然该匀质等效体内会产生均

匀的应力 、应变场 ,设为 σ′、ε′。如果该匀质等效体

与复合材料体产生相同的弹性应变能 ,那么就可以

把该匀质等效体所具有的弹性模量作为上述复合材

料体的有效弹性模量 ,即 σ′=C
＊ε′。

图 1　复合材料体与匀质等效体

Fig.1　Composite object and uniform equivalent object

如果令匀质等效体中的均匀应力 σ′等于复合

材料体中的平均应力σ, σ=
1
V∫

v

σdv ,均匀应变 ε′

等于复合材料体中的平均应变ε, ε=
1
V∫

v

εdv ,那么

匀质等效体与复合材料体产生相同的弹性应变能 。

这一点可以在本文 2.2节中得到证明。

因此 ,可将复合材料体的有效弹性模量定义为:

σ=C
＊ε (1)

其中:σ为复合材料体在远场均匀边界条件作用下

的应力平均值;

ε为复合材料体在远场均匀边界条件作用下的

应变平均值;

C
＊即为复合材料体的有效弹性刚度矩阵 ,有效弹

性模量能容易地通过其与刚度矩阵系数的关系获得。

2.2　定义的基础及前提条件

运用(1)式计算有效弹性模量 ,能够保证:在用

有效弹性模量进行复合材料宏观弹性分析时 ,复合

材料体中产生的弹性应变能与考虑细观结构的复合

材料体中产生的真实弹性应变能相等 ,这就是上述

有效弹性模量定义的基础。

但是 ,上述有效弹性模量定义的前提条件是具

有均匀的边界载荷条件(位移或力边界条件)。只有

在均匀边界载荷条件下 ,定义中“ σ′=σ, ε′=ε”才

是可行的;而且也只有在均匀边界载荷条件下 ,才能

保证上述“弹性应变能相等” 。

2.2.1　均匀边界条件

下面来证明在均匀边界载荷条件(位移或力边

界条件)下上述定义的可行性。

在均匀位移边界载荷条件下 ,设 u i(s)=ε
0
ijxj 。

对于匀质等效体 ,显然产生均匀的应变场 ,即为

ε0 。

对于复合材料体 ,其体内的平均应变为:

ε=
1
V∫

v

εijdv =
1
2 V 

s

(u in j +u jn i)ds

=
1
2V 

s

(ε
0
ikxkn j +ε

0
jkx kn i)ds

=
1
2V∫

v

[ ε0ikxk , j +ε
0
jkxk , i ] dv

=
1
V∫

v

ε
0
ijdv =ε

0

可见 ,在均匀位移边界载荷条件 ui(s)=ε
0
ijx j

下 ,复合材料体内的平均应变 ε=ε0 ,于是匀质等

效体内的均匀应变恰好就等于复合材料体内的平均

应变。此时只需令匀质等效体内的均匀应力等于复

合材料体内的平均应力 ,即可求得有效弹性刚度矩

阵模量 C
＊
。

同样 ,在均匀力边界载荷条件下 ,容易证明匀质

等效体内的均匀应力恰好就等于复合材料体内的平

均应力 。此时只需令匀质等效体内的均匀应变等于

复合材料体内的平均应变 ,即可求得有效弹性刚度

矩阵模量 C
＊ 。

2.2.2　“弹性应变能相等”的证明

下面给出上述定义中复合材料体与匀质等效体

的弹性应变能相同的证明:

在匀质等效体中 ,总应变能为 U′=
1
2 σijεijV ;

在复合材料体中 ,总应变能为 U =
1
2∫

v

σijεijdv 。

下面考虑均匀边界载荷条件(力或位移边界条

件)。
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对于均匀力边界载荷条件 ,设 T i(s)=σ
0
ijnj ,

　U =
1
2∫

v

σijεijdv

=
1
2∫

v

εij(σij -σij +σij)dv

= 1
2∫

v

εij(σij -σij)dv +
1
2
σijεij V

　U -U′=
1
2∫

v

εij(σij -σij)dv

=
1
4∫

v

[(ui , j +u j , i)(σij -σij)] dv

= 1
4∫

v

[(u i , j(σij - σij)+ u j , i(σij -

σij)] dv 因为 σij =σji , 于是有 uj , i(σij -σij)=

u i , j(σij -σij),

所以 U -U′=
1
2∫

v

u i , j(σij -σij)dv

根据静力平衡方程(不考虑体力)σij , j =0 ,

σij , j =0 ,

则有 U -U′=
1
2∫

v

 
xj
[ u i(σij -σij)] dv

由于 σij 、εij 、u i等参量在复合材料体内是连续

或分片连续的(不考虑基体与增强相开裂的情况),

σij 、εij 、u i等参量在均匀等效体内是连续的 ,所以根

据高斯定理有

U -U′=
1
2 

s

u i(σij -σij)n jds

由于匀质等效体与复合材料体有相同的应力边

界条件 ,即在边界 S 上有σij =σij ,所以 , U -U′=

0即复合材料体与匀质等效体的弹性应变能相等。

对于均匀位移边界载荷条件 ,同样可以证明 ,复

合材料体与匀质等效体的弹性应变能相等。

3　细观力学有限元法预测复合材料有效弹

性模量的方法

根据(1)式的定义 ,对于复合材料体 ,计算出其

在均匀边界载荷条件下的细观应力应变场 σ与ε,再

进行体积平均得到 σ与ε,然后利用(1)式即可得到

有效弹性刚度矩阵 C
＊ 。

通常 ,复合材料体内 ,增强相在基体内的分布是

具有一定规律的 ,且具有统计均匀性 ,于是可以隔离

出代表性体积元(RVE),整个复合材料体就可以看

作是由 RVE周期性排列而构成的 。对于连续纤维

增强金属基复合材料 ,通常假设纤维在基体呈四边

形排列或六角形排列 ,相应的 RVE如图 2所示。

图 2　连续纤维金属基复合材料的细观结构 RVE

F ig.2　Micro-structural RVE of fibrous MMCs

由 RVE 周期性扩展构成的复合材料体 ,当承

受均匀的远场外载时 ,因为所有的 RVE 都是相似

的 ,那么它们应该表现出相似的应力 、应变场 ,于是

就可以用一个 RVE 中的应力 、应变场来反映复合

材料体的细观应力 、应变场。因此 , 可以在一个

RVE上运用细观有限元法 ,计算出 RVE 的细观应

力 、应变场 ,体积平均得到 σ与ε,再利用式(1)可以

得到复合材料的有效弹性模量。

3.1　预测有效弹性模量的过程

将式(1)改写为矩阵式

　　σi =C
＊
ijεj 　　(i , j =1 ,2 , ...,6) (2)

或 εi =S
＊
ijσj　　(i , j =1 ,2 , ...,6) (3)

可以通过选择施加不同的均匀位移边界载荷条

件(或应力边界载荷条件)来计算有效弹性模量 。选

择 6种不相关的均匀位移边界载荷(或应力边界载

荷),分别计算出在每种情况下的平均应力 σi(或

εi)。由式(2)或(3)可以解出刚度矩阵 C
＊
ij(或柔度

矩阵 S
＊
ij)的各个分量 ,然后通过弹性模量与刚度矩阵

或柔度矩阵的关系计算得出复合材料有效弹性模量。

3.2　边界变形约束条件的确定

在对复合材料体施加均匀力边界载荷条件下 ,

当用 RVE来模拟复合材料时 ,考察 RVE 如何变形

是十分重要的 。复合材料承受均匀的远场外载时 ,

由于所有的 RVE 都是相似的 ,那么它们应该表现

出相似的应力应变场。就是说 ,从总体上看 ,应力应

变场也应表现出周期性 。因此可用周期性条件与连

续性条件来约束 RVE的边界变形 。

在轴向或横向作用法向载荷时 ,图 2所示典型

的 RVE的边界保持平行变形 ,即平面仍保持为平

面 。但是 ,当作用轴向或横向的剪切载荷时 ,一些文

献[ 4～ 6]就做出了不恰当的边界变形假设 。有文

献[ 4～ 5]认为 , 在横向剪切载荷作用下 RVE的边界
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变形仍保持为平面 。其实这是一种过于苛刻的约

束 ,只要 RVE的边界变形满足周期性条件 ,不一定

一直保持平面变形 。事实上 ,在横向剪切载荷下 ,

RVE的边界可以扭曲但仍能保持位移场的周期性 。

对图 3所示的多个 RVE组合体承受横向剪切载荷

的有限元分析可以说明这一点 。

下面以图 2所示的 RVE 为例 ,来叙述 RVE 的

边界变形约束条件。

a.　正向载荷 　在单独的正向载荷作用下 ,

RVE的边界按保持与原边界平行地进行变形。

考虑到 RVE 的几何形状和载荷形式的对称

性 ,计算时可以取其 1/4进行计算 ,如图 4所示。具

体边界变形约束条件见表 1 。

b.　横向剪切载荷　纤维增强复合材料在承受

横向剪切载荷时 ,其应力应变场与 x 1 方向无关 ,仅

是 x2 与 x 3的函数 ,因此可以当作二维的平面应变

或广义平面应变问题处理 ,取 RVE 如图 5所示 。单

个 RVE的合适的边界变形约束条件 ,可以从多个

RVE构成的局部复合材料体(例如图 3所示的 9个

RVE集合体)的变形计算中确定 。通过对图 3所示

的 9个 RV E集合体的变形分析可以得出 ,在承受横

向剪切载荷下 ,单个 RVE 的边界变形 ,不必保持与

原边界平行的直线 ,可以是弯曲的 ,只要能保证变形

具有周期性即可。通过对 9个 RVE 集合体的变形

分析得出 ,图 5所示的 RVE在横向剪切载荷下边界

变形约束条件如表 1。

c.　轴向剪切载荷　图 6所示的 RV E ,在轴向

剪切载荷作用下 ,其边界变形约束条件见表 1。

表 1　不同载荷下的边界约束条件

Table 1　Boundary constraints under different loadings

正向载荷 横向剪切载荷 轴向剪切载荷

边

界

约

束

条

件

u1(0 , x2 , x 3)=0

u1(a , x 2 , x 3)= const1

u2(x 1 , 0 , x 3)=0

u2(x 1 , b , x 3)= const 2

u3(x 1 , x 2 , 0)=0

u3(x 1 , x 2 , c)= const3

u2(-b , x 3)= u2(b , x3)

u3(-b , x 3)= u3(b , x3)

u2(x 2 , - c)= u2(x 2 , c)

u3(x 2 , - c)= u3(x 2 , c)

u1(0 , x 2 , x3)= u 1(a , x 2 , x 3)

u2(0 , x 2 , x3)= u 2(a , x 2 , x 3)

u3(0 , x 2 , x3)= u 3(a , x 2 , x 3)

u1(x 1 , 0 , x3)=0

u2(x 1 , 0 , x3)=0

u3(x 1 , 0 , x3)=0

u1(x 1 , 2b , x 3)= const

u2(x 1 , 2b , x 3)=0

图 3　9 个 RVE 组合体

F ig.3　Assembly of nine RVEs

图 4　正向载荷作用下的 RVE

Fig.4　A RVE under normal loadings

图 5　横向剪切载荷作用下的 RVE
Fig.5　A RVE under transverse shear loading

图 6　轴向剪切载荷作用下的 RVE
Fig.6　A RVE under longitudinal shear loading
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4　算例及结果分析

对单向纤维增强金属基复合材料 ,假设纤维在

基体中呈四边形排列或六角形排列 。

计算复合材料有效模量的步骤是:

a.　取纤维呈四边形排列的 RVE 和呈六角形

排列的 RVE ,在 RV E边界上施加均匀的力边界载

荷条件;

b.　运用细观力学有限元法计算出 RVE 中细

观应力应变场及位移场;

c.　通过体积平均或应用高斯定理计算得到平

均应变 ,再用式(3)就可以得到复合材料的有效柔度

系数;

d.　通过工程弹性常数与柔度系数的关系计算

得到复合材料的有效弹性性能 , 如 E 1 、E 2 、G12 、

G23 、μ12 、μ23 等 。

对几种单向纤维增强金属基复合材料 ,按细观

力学有限元法计算了其有效弹性性能 ,并将计算结

果与部分试验结果进行了对比 ,详见表 2。从表2中

可以看出 ,理论计算值与试验值具有较好的一致性 。

表 2　纤维增强金属基复合材料有效弹性性能的计算值与试验值对比

Table 2　Calculated and tested results of effective elastic properties fo r fibrous MMCs

材料 弹性性能
计算值

纤维四边形排列 纤维六角形排列
试验值

B/ Al

(V f =46%

Em = 69 GPa

μm = 0.33

E f =414 GPa

μf =0.2)

E1 /GPa

E2 /GPa

G12 /GPa

G23 /GPa

μ21

μ23

228

148

57

52

0.25

0.26

227

136

50

46

0.25

0.28

228[ 8]

138[ 8]

57[ 8]

---

0.24[ 8]

---

SiC/ T i

(V f =40%

Em = 109.0 GPa

μm = 0.34

E f =427.6 GPa

μf =0.25)

E1 /GPa

E2 /GPa

G12 /GPa

G23 /GPa

μ21

μ23

235

183

67

61

0.30

0.32

234

170

64

58

0.30

0.36

230[ 9]

150[ 9]

62[ 9]

---

0.25[ 9]

---

5　结论

通过本文的研究 ,得出以下结论:

a.　通过细观力学有限元法对细观结构代表性

体积元的应力应变分析 ,可以较准确地计算出复合

材料的宏观有效弹性性能;

b.　采用细观力学有限元法进行复合材料有效

弹性性能的计算中 ,应施加均匀的边界载荷条件 ,并

且在 RVE边界上施加恰当的周期性与连续性边界

变形约束条件。
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　　合金 600℃下的强屈比 σb/ σ0.2 =1.38(σb =

1 540MPa , σ0.2 =1 115MPa);合金 650℃下的强屈

比σb/ σ0.2 =1.35(σb =1 500MPa , σ0.2 =1 110MPa)。

这说明该合金可能具有循环硬化特性 ,它们的低周

疲劳试验数据充分表明该合金具有循环硬化特性 ,

如图 5和图 6所示。

低周疲劳寿命不仅与材料强度有关 ,而且取决

于材料的塑性 ,反映了材料的综合性能。试验结果

表明:由于该合金强度高 ,塑性稍低 ,在高应变水平

下 ,塑性起主要作用;在低应变水平下 ,强度起主要

作用 。北京航空材料研究院已研究了该合金在

400℃和 550℃下的低周疲劳性能 ,本文又研究了该

合金在 600℃和 650℃下的低周疲劳性能 ,综合上述

研究可得出:该合金在 0.65%～ 0.43%的总应变范

围内工作时 ,具有良好的低周疲劳性能 。

4　结论

a.　通过试验研究 ,得到了该合金在 600℃、650℃

下中值和置信度 γ=95%、存活率 P =99.87%的低周

疲劳数据和表征材料特性的应变-寿命曲线 、循环应

力-应变曲线和各应变疲劳参量 。为飞机发动机的

粉末涡轮盘设计选材和寿命预估提供了依据 。

b.　该合金在中 、低应变水平下具有较高的低

周疲劳性能。

c.　该合金在恒幅循环应变下具有明显的循环

硬化特性 。
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